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� PROBLEMA 1

In un piano è assegnata la parabola p di vertice V e fuoco F tali che, rispetto a una assegnata unità di lun-

ghezza, il segmento VF sia lungo �
1

2
� . Indicato con E il punto simmetrico di F rispetto a V e riferito il piano

a un conveniente sistema di assi cartesiani (Oxy):
a) determinare l’equazione della parabola p e stabilire se esiste un punto A di p tale che il triangolo AEF

sia rettangolo in A;
b) chiamato P un generico punto della parabola p, trovare le coordinate del baricentro G del triangolo PEF

e determinare l’equazione del luogo geometrico k descritto dal punto G al variare di P su p;
c) indicati con R ed S due punti appartenenti il primo alla parabola p e il secondo al luogo k e situati nel

1° quadrante su una retta r perpendicolare all’asse di simmetria della parabola p, calcolare a quale di-
stanza da V bisogna condurre la retta r affinché l’area della regione finita di piano delimitata dal seg-

mento RS, dall’arco VR della parabola p e dall’arco VS del luogo k sia uguale a �
8

9
� (3��3�);

d) stabilire se la distanza trovata sopra è espressa da un numero razionale o irrazionale.

� PROBLEMA 2

Si considerino le successioni di termini generali an, bn e cn tali che:

an ��
n

i, k�1

ik, bn ��
n

j�1

j 2, cn ��
n

0

ik.

a) Dimostrare che risulta:

an � �
1

4
� n 2(n�1)2, bn � �

1

6
� n (n�1)(2n�1), cn ��

2

1

4
� n (n�1)(n�2)(3n�1).

b) Calcolare il più grande valore di n per cui an non supera 100 000.
c) Definire per ricorsione la successione di termine generale cn.
d) Utilizzare la precedente definizione per scrivere un algoritmo che fornisca i primi 20 numeri di quella

successione e li comunichi sotto forma di matrice di 5 righe e 4 colonne.

i, k�1
(k�i )

Il candidato risolva uno dei due problemi e 5 dei 10 quesiti in cui si articola il questionario.
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� PROBLEMA 1

a) Posto il vertice V della parabola p nell’origine del sistema cartesiano e il fuoco F sul semiasse positivo

delle y, le coordinate di tali punti sono: V (0; 0) e F �0; �
1

2
��. Perciò la parabola p ha equazione del tipo

y� �
4

1

f
� x 2, dove f è l’ordinata del fuoco, e ha espressione y� �

1

2
� x 2. Nella figura 1 è riportato il suo

grafico.

Indicato con E il punto simmetrico di F rispetto a V, esso ha coordinate E�0;� �
1

2
��. Preso un generico

punto A appartenente alla parabola, di coordinate A�x; �
1

2
� x 2�, affinché il triangolo AEF sia rettangolo in

A è necessario che i punti E, F ed A appartengano a una semicirconferenza di diametro EF e centro V,
ossia si abbia FV � VA � VE. Essendo:

V�A� 2 �x 2 � �
1

4
� x 4

otteniamo:

V�A� 2 �V�F� 2 � x 2 � �
1

4
� x 4 � �

1

4
� � x 4 �4x 2 �1�0.

L’equazione biquadratica ha come soluzioni x�����5�� �� 2�.
Pertanto esistono due punti della parabola, di coordinate

A1����5�� �� 2�; �
�5�

2

�2
�� e A2�����5�� �� 2�; �

�5�
2

�2
��

per cui i triangoli A1EF e A2EF sono retti in A1 e A2.
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CORSO SPERIMENTALE P.N.I. • 2004
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b) Un generico punto della parabola p ha coordinate P�x ; �
1

2
� x 2�. I restanti vertici del triangolo PEF

sono E �0;� �
1

2
�� e F �0; �

1

2
��. Applicando le formule delle coordinate del baricentro di un triangolo,

xG ��
xP �x

3
E �xF
� e yG ��

yP �y

3
E �yF
� , si ottiene:

xG � �
x

3
�

G�
yG � � �

1

6
� x 2.

Le equazioni trovate sono parametriche in x e rappresentano il luogo geometrico k descritto dal punto
G al variare di P su p. L’equazione cartesiana del luogo si determina ricavando dalla prima equazione x
e andando a sostituire la sua espressione nella seconda equazione. 

� .

Pertanto il luogo geometrico k descritto dal punto G al variare di P su p è la parabola di equazione

y� �
3

2
� x 2.

c) Si tracciano nel sistema cartesiano i grafici dei luo-

ghi p e k, di equazione rispettivamente y� �
1

2
� x 2 e

y� �
3

2
� x 2, e una retta generica r di equazione

y�h, con h�0, perpendicolare all’asse di simme-
tria della parabola p che interseca i luoghi nel pri-
mo quadrante nei punti R e S. Essi hanno coordi-

nate R (�2h�; h) e S���
2

3��� h�; h� (figura 2).

Individuata sul grafico la figura mistilinea VRS, la sua superficie A si ottiene come la metà della differen-
za dei segmenti parabolici SVRR � e SVSS �

A� �
1

2
� (SVRR ��SVSS �).

Si calcolano le superfici al secondo membro, ricordando che l’area del segmento parabolico è uguale a

�
2

3
� dell’area del relativo rettangolo:

SVRR �� �
2

3
� (2�2h� �h)��

4�
3

2�
�h�h�,

SVSS �� �
2

3
� �2��

2

3��� h� �h���
4

3

�
�

2�
3�

�h�h�.

x�3xG

yG � �
1

6
� (3xG)2 � �

3

2
� x 2

G

�
1

2
� x 2 � �

1

2
� � �

1

2
�

��
3

x

y

O�V–1 1

1

R' S' RS

y=–x23
2 y=–x21

2

y=h

� Figura 2.
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Sostituendo, la superficie A diventa:

A� �
1

2
� ��4�

3

2�
�h�h� ��

4

3

�
�

2�
3�

�h�h����
2�

3

2�
� �1��

�
1

3�
��h�h�.

Si ponga per ipotesi tale area uguale a �
8

9
� (3��3�):

�
2�

3

2�
��1��

�
1

3�
��h�h� ��

8

9
� (3��3�) � �

2�
3

2�
�����

3� �

3�
1

��h�h� ��
8

9
� �3�(�3� �1) �

� h�h� ��
�

4

2�
� � h�

3
2
� �2�

3
2
� � h�2.

La retta r ha equazione y�2 e ha distanza dal vertice V, coincidente con l’origine del sistema cartesia-
no, pari a 2.

d) La distanza trovata h�2 è espressa da un numero razionale.

� PROBLEMA 2

a) Si dimostrano le relazioni attraverso il principio di induzione matematica. 

a1) Si deve dimostrare che �
n

i, k�1
ik� �

1

4
� n 2(n�1)2.

Per n � 1, a1 � 1 � 1 � 1 e �
1

4
� 12(1 � 1)2 � 1, pertanto la relazione precedente è vera; ora, posto

an � �
1

4
� n 2(n � 1)2, bisogna dimostrare che an�1 � �

1

4
� (n�1)2 (n�2)2.

Consideriamo i primi termini della successione an:

a1�1 �1

a2 �a1 �1 �2�2 �1�2 �2�a1 �2(1 �2)�2 �2

a3 �a2 �1 �3�3 �1�2 �3�3 �2�3 �3�a2 �2(1 �3�2 �3)�3 �3

…

Possiamo dedurre che in generale:

an�1�an�2[1(n�1)�2(n�1)�3(n�1)�…�n (n�1)]� (n�1)(n�1)�

an�1 � �
1

4
� n 2(n�1)2 �2(n�1)(1�2�…�n)� (n�1)(n�1).

Essendo 1�2�…�n��
n (n

2

�1)
� si ottiene:

an�1 � �
1

4
� n 2(n�1)2 � (n�1)2 n� (n�1)2 �

an�1 � (n�1)2��
1

4
� n 2 �n�1�� (n�1)2�

n 2 �4

4

n�4
��

an�1 � �
1

4
� (n�1)2 (n�2)2

come volevasi dimostrare.


